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Die ReilieBeBtwlckelaiigeii 
Diff erensial- und Integralrechnung. 



Einleitiigi 

Wenn ich in den folgenden Blällern die mittelst des Theoremos von JUac Ltntrin erreichbaren Reihen- 
entwickelungea der Differeiuialrechnung, sowie die der Integralrechnung angehörigen Formeln von Lagrange und 
Fmrkr einer nenen ErOTt«rung onterwecre, ao ^eaddabl die» ans dem doppdtea Omnde, «ceO «Qe Udurism Ab- 
to fc B Bg o u jener ebenio «4|Bhtigen als interessanten Theoreme entweder ta praktisch unbrauchbaren VorMlujften llr 
deren Anwendung führten, oder auf zu feinen Untersuchungen berahten, als das» sie didaktisch brauchbar gewesen 
w&ren. Der erste Theil dieses ladelb irüTl hiiupt:>ächlich dos Theorem von Mac Laurin, der zweit« mehr die £nt- 
«ialBBlims der periodiiekM Bflüm fiaiMgrmge und AMrAr» Mi mr. fiMhtfertigung deweftea mlgn die ftil8an> 
den feiitiMjMa pri** " »B — Pleii Itw d f a - 

fiis zu den Zeiten Cauchy's bediente mnn sich zur Enlwickclting der Funktionen in Potenzenreihen fast aus« 
schliesslich der Methode der unbestimmten (joeffizienton, einer Mcihodo, die — wenigstens in der Weise, wie sie 
angewendet wurde — ul^ eine noch sehr ruhe und unwisseoscluifüiche bezeicimel werden muss, m so fern die 
gtBW Beehmnf dH «faiw Hypolheae anfiaBt and ile anaeerdeBi die Bedkgunsen aieht eifceonaa Hn^ anter ^mtetai 
das EndresuiUt gültig UeOM. Diess woiter m erfiftem ist um so aberflflssiger, als jenes Verfahren bei gebildeten 
Mathematikeni längst unter die Anliquitälen pchörL Gleichwohl kann man der Methode der unbetttimmten CocfTizii n- 
leu eine gewisse LcicbtigiieU und ein heuristisches lalerease nicht absprechen, sie empfahl sieb damit besonders 
dem ünlORldile und gemri» Int aie der mit der IntAdlang der "Wlifenadmft MMtt helUiidn Lelver nur «nfem 
aidfeesebea. Die lurtan Goneevnnnn, velfliM der anbeeeMpfcle Gebnoeh Jener Melhed» naeii eieh tot, wMäf 
ten bald zu eine/ gewissen Vorsicht und man griff zu dem natüriielislen Mittel, nämlich die Reihe Tonnt nie eod* 
liebe zu nehmen und ihren Rest zu bestimmen. Nun halte bereite Lagrange gezeigt, dass wenn . . 

/(x> = ^ + ^»a: + Mn^ + + 4- 

ceeetn vkd, die CoeOtieniea M^ M 4s-i and dar Bort nneh ftilgenden Pteneln m barttamvn lind 

dien iilM»-il»er in «o rem veoit^ eis dindt du Theenm von Jfiw leorAi der laiegralreehnung zugeUüen ofU«» 
trtlnaid nan ee doeh bei mechiedenen VntennclMiten dMrJNAcwrialiaehin« bnmblei «e blieb denuch die 
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I. 

Die P^teDKonllin v«i Ttylir ni Hae Laorii. 



Die Continuilät der Funktionen. 

Unter einer sieligen Funktion versteht man bekanntlich eine solche, in der die Differenz z^^eier Nachbar- 
worthe die Null zur Grunze hat, sobald die entsprechenden Werthe der in der Funktion entboltenea unabhin^igen 
VariabeleQ gMch werden. Denken wir ans, .um diese In der Zflksiieaspraebe der Methemirtlk uroMirftplfm, Snier 
Ffjz) eine -wiUkührliche Funktion von x, unter i und i ein paar wesentlich posUive Gröben, so können die beiden 
Worihe Ffj^ + d) imd F(.x — t), welche den Argumenten x •{■ 9 und x — t entsprechen, als Nachliarwcrthc der 
Funktion angesehen werden und ihre Differenz w&re F{,x + ^ — Ffjc — f), die Differenz der Argumente dagegen 
s-h' — — Wem mu I ud • In H«ll ibergehen, abo dia DURBMin der Aiswneule veiMln>liid0l, 

M aiiMt nrai FfHe mSfl^t entiradar nindldi immlllrt deh die IMObreni + 1> — e) »j^eidi ndt, wes 

Z*ii [/■(« + D — Jflae - 1)] = 0 
ausgedrfieki wwdeD möge, oder es giebt Werthe von x, etwa {, rar welche diese Eigenschaft nicht etatUbidel, 

Lim{Fix + d) -/•(« — •)] ^ 0 

wirdt im ersten Falle heisst die Funktion eine conünnirliche, im zwcilcn Falle sagen wir, sie erleide an der Stelle 
« = 1 eine Unterbrechung der Stetigkeit — Die geometrische Bedeutung dieser Deünilion wird man leicht aus den 
Figiiren 1 und S eriBonnen» hi denen OM*=if ZM^i, Jrjfai vnd ym^J^^y die GIddwng der Corra 
Urw eein aOge. Hau bat nlndidi IBr beide FBUe 

Diilhin dvrefa Sobtnüctioo, indem nun noch die Gerade UU* ikhA 

Bei tSatt nnonterbroeheodi Cwve geht diese Differenz in Null Aber, lobatd /Ue Pnnicte Z nnd JT mit dem Punkte 
zusammcnrallen (Fi?. 1); Ändert sich dagegen die Ordinale der Cur\'P spnnigwois, indem sie an der Stelle 
OM=:i von iVTi plötzlich auf MVt überspringt, so verschwindet auch die Differenz U^lf^ nicht, sondern ver- 
wandelt aieh bi die endUebe GrOeee Fi Fi, wenn die Punkte X und N mit dem Ponkle M mammenfanen (Fig. 2). 
Wlbrend also frflhor so der Abseisse OM immer jnv eine Ordinate gehörte, so giebt es ia der dieeontinoMidien 
Cun'e cin^ Abscisse, zu welcher ausnahmsweise swel OnUnaten MVt und Äfl'i gehören; die erste derselben be- , 
schliessl die l)isheriije Reihe von Ordinalen, die zweite eröffhet eine neue Reihe dcrscilicn. F,s ist daher nicht un- 
passend, diess dadurch zu unterscheiden , dass man die erste Ordinate mit — 0) , die zw eile nül /'(l -|- 0) be- 
zeichneu Nach dienen ErOttenmgen daif man aneb aagen, die Funktion Fix) iet an der Stelle jetai eontbiuirtlciv 
wenn f(|-0) » F(i + Oi, dlMseatUblrUeb dagegen, wenn Fd^O) vui F(t-^0> TeneUeden abid. 
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Sehr hSultg kommen Funktionen vor, welche für einen bestimmten Werth unendlich werden, iibeir | 

hinaus aber wieder endliche Werthe annehmen, so dass also F(£) = aD ist, während bei endlichen S und i so- 
wohl FU + i) 0^ ~ f) endlich bleibt. Dorarligo Funktionen sind an der Stelle « = | jedesmal discontinuii- 
ldi| da almHeb FCt — tH eioea ep d üdie n Wcfth b«sUxt, F(Q dagegen anendHdi wird, ao kamt man, aaelidein t 
Miebig mmamu» Irt, i w klein «ttdai, dua ^(t+ D vm eine «iUiiliilidid GrtMe * melv «It FQ^0 b»- 
Mgt, vonoi 

Fd + g) - Fa-t)>k 

folgt} deokea wir tu» § ala aboehmeod, aber t in jedem Falle nach der obigea Rfidtsicht bestimmt, M erheOt 
—jwhHcfclU* dia McMgtah der Berietog . « 

und daraus die DiscontiauiUtt der FunküOD f(ß) an der Steile xss^— Vieiieidit isl ein Betspiel Mem nidil iiber- 
flOssig; die Funktion ^ 

wird unendlich tiir x = a, besitzt aber sowohl ßr x<la als fOr mar «ndüclia WerUW) sielMn wir also die 

DilTereaz Fii + i) — — •) für i = a in Betracht, so ist 

F(a + i) - F(a-,) = - 



diese DiHerens IlMt sieh leieiil grtaMr als s. GL die Einheit machen} denn an» 
IMBt dnvA Baddaim «tf i 



•<Trrr 

UohiM Baa ricli naeh dieser BseUoimiigi so ist, nie Mein enUi « eein mllfe, wobei I dann nodi 
beiflgt, dodi innner 

Fia + g) - F(fl-0>1 

md wenn • versehwindei, so ist dies ebenso mit 4 der Fali, aber es bleibt doch die Beziehung 

JMiF(ß+t) - F(ß-^]>1 
alehen, welche die DiaeontinnUft der in Boifi ateheoden Ftanklion sn eriBemen «ielrt. Dies beeiiiigt sich emdi 
geoneiciacli} die Cnrve denen Glei^nng • 



_ 1 



ist, bestellt iibnlich aus zwei völlig getrennten Zügen, weielie die zur Abscisse x v « grtiSrige unendliche Or- 
dinate zur tremfinscliaftlklu'n Asymplole haben; in so fem nun ein stetiger Uebcrgang von einem Zweige der 
Cur\-c zum andern sclilcchlerdings unmöglich ist, sondern hierzu jederzeit . ein Sprang gehört, Undet in der Thal 
eine INeooiillnaitft ea jener Stelie statt«). 

f.«. 

Die Differemialqaotiatloi eontiiiBlriidmr und disooflUiniiriicier FimUkmen. 

Von iwssBÜdiBni Bnflnaao ist die ConltantUt oder DisoontianMt der nndttionen anf die DOhnnaldqwKien- 
ten derselben. So lange nlndidi eine FtudiUon steh stetig Ändert, Ist ibr DHtoeosislqnottent im A^etaeinen eine 



*) Für wttom Etiitmufm ilmu Tbana'a rtnnkt Ick wf ,fBta4ba«b dsr algtbnisch« Aaaijraii, iwdte AaOsgs^ 
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endliche Grösse, er wird dagegen unendlich gross, sobald die Funlction eine Unterbrechonf dir OoMilMiUlt 
«ikideU Hui etkenot dies ohae Hübe uus der Elntstehun^'sweise des DiffereniiatqiMUenlai, denci«(ol|t . -. 

Mf Wer sind Fix) und Fix + A.x) zwei Nachbarwerthe , deren Differenz sich einer VW» Null verschiedenen Grfinze 
nähert, sobald x einen von den Wtrthen x = { crliiiil, für welche die Funktion F(x) discontiauirlich wird.^. Meimea, 
wir den Gränzwerlh jener Dillcrcoz, so wird unter der gemaehlen Voraussetzung 

für ein von { verschiedenes x dagegen bleibt der Differenziubiuolienl F'(x) endlich; er besitzt demnach die Eigen- 
schjifl, für cinea gewissen Werth x = i unendlich zu werden, für x ^ | aber endlich zu sein. Nach den im 
voriseR Pansrapben c«viaeliten Bemerkongea folgt Uenme, dtw auch ^(«) an der Stell« «m{ eine Uater- 
hxtdmg der Couliiiaitlt eileldeL Diei giebt den widaigen Satii 

•0 Der DifTLrcnziahiuoUenl einer discontinuirlichen Funktion wird an denselben Stellen disconlinuirlich und tUr 
ffiäßb unendlich, an wefadien die ursprflngliobe Jhuiküon eine Unterbrecitang der sieii:jkcii erleidet. 

Setzen wir, um dieses Theorem umzukehren, voraus, dass der Diffcrcnzialqnotient einer Funktion endlich und 
stetig bleibe, so kann die ursprüngUdie Funktion nici^t auHiören, continoirlich zu sein, weil im GegenCnUc der 
DUlimnztalqaotient uneodlidi «nd uneletig werden wflrde, iraa der Vcwamaelsung wldenpiiehlt also« 

tD So lang« dar DUBmoiialqaolienl einer Funldinn endUah mA aieUg bleibt, ändert iidi die Fonküon aidbet 
oonthndriieh. 

Dieser Satt, welcher ort dazu dienen kann, uni die Coniiiniiiäi einer Funktion featzostcUen, die nieht selfaat, 
sondern von der nur der Differenzialquotienl gegeben Ist, hat eine sehr einfache geometrische Bedeutung. Wenn 
nämlich Fix) die Fläche bedeutet, die in emer ebenen Curve über der Abscisse x steht, so ist bcltannUich F*ix) 
die aar Abaeha« x gebSnade Oidtnatn, oder f saF^aO die Glelchnng jener Oorvei Inden aieb mui die Ordinaten 
«tätig und bleiben nie »«gleich endlich, ao versteht sieh tut von selbst, daaa auch die Aeodianngea der -fliehe 
Fix) sleti? vor sich gehen müssen. 

Den Sätzen tu und b. zufolge bedingt die Discontinuität von F(.t) die Diseontinuiät von' F*{a!) vai un »ge- 
kehrt die Contbniitit von F*(x) die Continuität von Fix); man könnte nun vcrmutlien, duss noch twei ihniiche 
Sitte exbUren mOaelen, weMie« den obigen analog gebildet, firigendemiaasen lanten aeDten: 

c) Aus der Contbniitit von FQO Mgt die Continnitit von F*ixh 
und uinc^ekchrt: 

d) Die Discoiiliauiult von F'(x) zieht die Disconlinuilal von Fix) nach sich; 

beide Aussprüche sind aber unrichtig, wie man sciir leicht an einzelnen Beispielen sehen kann. Nelunen 
vir a. B. 

la-ao'. elao F*(xy = ^ 

(1 - X)* 

so bleibt F(x) für alle x continuirlich, während dagegen F*(x) an der Stelle x=:l von —cd nach + oo über» 
springt, also eine Unterbrechung der ConUnuilül erleidet. Auch geometrisch lässt «ich diess leicht nachweisen. 
DenlMD vir «na nlniUeb bi Flg^ S die Ober der Absdaie x atehende PUdw da Funktion, von x nd baa c ic ha en 
Iiirai« mlkm» M lety^i^M die fileielang der begHaaenden Ovn. XeMam «drid« im «■ *r Steile 
OdTnl «in« ^prai«w«iae Ae«daraBg..ao iat ttr ZM^t, MJt^i, 
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dcvbeidMflMMi-lat 

,P(f+ D — Fläche ZJf r, er + FlÄch« jrjTFiir, • 

■k yerscliwindol aber mit S und i gleichzeiliij, weil sich dann lYio T'liVlifn LIUV\Ü und NMViW auf Null rc- 
dniren. Man erkennt hieraus, dass zu einem diücontinuirlichcn Differenzialc^uoUcnlcn F\x) eine conünuirlicbc 
Fonkllon Fix) gehören kann, oder dass der DUrereudalquotient einer etetigen Funktion nicht sdhst stetig m eeitt 
bnmefat — Vereinigen irir diese zwd BcmeriomgeB mit den beiden ricfaUgen Sitten n. und b., so aind Jetzt alle 
mög^lichen ComhlmtlMMn endiSpIly imlfllM dtfi an» den Klar BegrUBm J'(«)* C«)> Conünnilli ud bleeonlimdttt 
bflden Ixs^scn *). 

Wie notbwendig es sein kann, auf die mögliche DisconlinuilAl einer Funlüion Rücksicht za netimen, mag die 
fttigende kleine Ottemehuag zeigen, von der' «hr Im nlduten Paragnplien Gebnnefa machen «erden. Ee sei von, 

einer mbeluuinlen Funktion ^ix) der Diffcrenzialquotient -■ ^J'^^ =: 0, so stilliegst man hieraus, das» jene Punktion 

eine Constanle sei; weiss man femer, dass jene onbckatinle Funlaion fOr xc=a den gegebenen Werth a annehmen 
nnin,'io würde man jetit ans der Oooeteos tob felgeni» .diw aidit nur f^de)«»«, aondam Qlieiliaapt fflr 
Jede* « «uali y(s)sa« sein nülise. Dieaer Seliinss ist aber ein voreiliger und setst stiliclnreigend die Conti- 

nuitil von Torans. Oer Gleielinng -^^^ » 0 gorilgt nbnUeli diensowold eine einsign Gooatsnle als «neb 



ein System anMnander lUgender Conatanten, uid es braadit dalier Jene Conslantn nicfat dnrduns denselben 
Werth m beben. Deohan «Ir uns, «n dies deufUeher au madien, die Funidian besüse 

von xtsaa bis xs=sb den Verth « 

- Xsab ' Xssse • - ß 

- «SM« - »atf f 

U. 8. t 

womil die DisconUnoHät der Fudtiion ^(sO «n den SteUen «sse v. s. w. sasgeqNroehen ist, so hat man 

jedenait 0| nmgefeetirt isi allecdfaiga 9(s)«H9(40B<r» aber diea gUt nur von xwmm Us also 



4x 

nur Us an detjenigen Stelle, wo die Diseontmuitit eintritt — Der geometrisebe Sinn dieaer BelrMbtnngen erglebt 
eleh sehr leicht, wienn man Vieh erinnert, dass fOr dno dnrah die Gleidnn^ y s 9Cn) charahterlsirte Curve^ 

«M '^S^- die trigonomeiriache Tangente dea mikals ist, den di« berOhNnde Gerade am PimIde «y ndt der 

t, daas alao in Fig. 9 die 



OM=x, JH>-nr=9Ü). % = = tan t 



statlflndan. Soll nnn die Funktion fp(«) den beiden Bedingungen 



i, SO heisst dies geometrisch, es soll durch den Punkt A^, dessen Coordlnatcn OA = a und AA =b sein 
mfigeo, eine Corvo gdegt werden, deren f angeoien simmUich parallel rar Abseissenaebso ttegen. Eine derartige 
Lüde ist amn entweder efam mendliehe («erade, die in der Entfmaung m der Abscissenaehso pnralel llnft, oder sie 



*) 8a viel mir bekannt, aind die obigMl Tl«r CMabtaatlon^ noefi oWgends ToIlaUrKlif; crnKcrt worden, obgleich der Gefen- 

utind Von AVichti^kcil i?t. Nur über die 8il«n C. und d. findet sich ein \ i iürh, u ni /« ir im iin s xsrelirten Vorgär.ptrs, des Herrn 

Prof. tiwtkt (AichiT für MaUeaatik, Tbcil Ii, H. 327); der Ver&M«r geniüi jedoch ia dea Irrthom, dea SeU iL für ricbtig 
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- wd' zwar so lange , als »tuumUicLe Differcnzialquotienlen von f (x) stelig bleiben innerhalb eine», den 
Wwlh «aa io äeb AMendai IntemUas. 
BeieMmet mu die Diffmu « ~« mit Jk, woran «ms -|* A folgt, m hat unn ndtor den Baisi 
B» Die Reibeiieiit<wiekelaagsfoniiel 

gilt, wem eniBBi die Mingang 

tT: ^./.'"'n-l) ^"'^^^ 1=0 
tirfüllt ist und wenn zwcilens säntmlliche Differenzialquolicnten der Funktion /(r) stetig bleilwn innerfaalb 
einae« dm Werth <ms A milueeiidm Inlervallea. 

Diee'lit hiAnimtfirii dm Tlutmm vm Taiftori m flm eigiabi eieb JKw LtmkU SM, ftidaai ami «»0 
«■um md naohher « aa die Stelle der bellAigm ZaU A tntm Haati demnaäi lautet dieeea UMoreut 

OL Wem man der Variaitelea ae mr eeldie WeMbe gleU, IBr weldie die BedingaBg 



lim 



\ 1.4. »...(»-!> * » — • 



erfliilt ist, so gilt die ReOienentwlekelung 

und zwar so lange, ak; sämmtlichc Diilcrcnzialquotienten slcüg bleiben innerhalb eines den Werth xssO 
rieh 8eliiieiae(Mlea Intemdiea. 

Dtf vomtehmde Sau gidbl sa eikennen, dass jede Faniitlon fix) unter gewiaeen Bedingongen In eine 



+ A\x + AxX^ + A%3* + . . . . 
verwmdelt werdea kann, wobei irgend ein Coefiizieat narh der Fonnel 

(7) 4. 
zu bestimmen iat| will maa jene Bedingimgen ftervorfaebea, ao bedarf ea aar de« Bflekskht, daas 

ist md man hat dann anf der Stelle folgenden Sein 

D. Wem iBe fabUim /(s) *o beedmlbn Ist, daaa Ihre ataaitlichen Dülnmiia|qnideniBD emtimiiriieh 
bleQMn inneriudb einea den Werth .r = 0 umfassenden Intervalles, so gut die BAihenverwandlmg 

/ fix) = yf, + AxX + Ät3^ + + 

vorausgesetzt, dass noch ausserdem die Bedingung 

lAm Oii^a!*-'!} SB 0 

bei mMbdUeb waehinndm n crflllll iet. 

Die Bedculung: dor dpidcn Detenninationcn, welche hier hinzugefQgt sind, crldilrt sich adir einrach, indem 
man zu beriicksichticen hat, dass erstens die Funktionen in zwei Gruppen gesondert werden müssen, in die fJnippc 
derer, bei welchem eine Rcihcnverwandlung der, obigen Art überhaupt unmöglich ist und in die Gruppe derer, 
welche ebie Verwandlmg m Poteaenreibcii geatattmi l>ei der (weiten Art bedarf es nadiher noch einer ErArtemnA 
für wdehe Warthe der Variabelen die Reihe gUi. Dieee l»eidm GeaeUUte anid ea mm, welehe von den obigen 
T>etenniii;i(ionen liliernonimen werden; die Bodinpuiif der Continuilät von f'(x), /""(•'') innerhalb eines die 

^uli uniäcliliessenden Intervalles scheidet die Funklioaen aux, auf welche die gouzo Enlwickelung nicht passi 
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(■wie t. B. logi X, cot X, e* u. s. Hie zweite Bedingrung Lim (n^,x"-') = 0 scheidet (die EKHIhms der 
crstrn Iletermination vorausgcscUl) die Werlhc dor Variabclcn aus, für die jene Entwickelang: nicht mehr pilt. 
£i> waren demnach zwei Bedinguni^en nolbweadig und sie sind in der Thal hinreichend. — I»l dagegen auch 
nnr «tue von dea geoanntoi Badingnngeii nicht erfUlt, so [finden die SohUsee dieses P«n«rapb» ddit mdur «tatt 
und von den saftindenen RdhearofmeiD f/H denn MVh k^ine mehr. 

$• 4. 

Anderer Aasdmck der Bedingmigt 
Um 0. 

Ii kil in 'vlaien FUlen nidii die miadeate Sdnrierigikdt, oimdltellNur dat buenrall so flndent welehes s 
beschrankt werdeo UMHS» weui die Bedtagung lininA^x*-'*) erfflDt'eein wdli fBr f(ai) saii(L + ») i. & kt be> 
kanntUch 

mithin 

tmd Uer bt die Determinalion Z«m (ii^.x*~>) « 0 nir daduifch erfOlller, dass man x' ab fdrien Braeh 

(l>x> — 1) nimmt. So leicht über bietet sich die Besiimniiincr des für x nothwctidis'en Spielraumes nur selten 
dar, im Gegentheile bildet der Coeffizient oti einen su verwickelleu Aui>druck, dass man weitläufiger Unter- 
auehnngen bedarf, um entadMidBi «i ktanen, fir welche x der Grftnswerth von njlmx—^} der Hall gWdi oder 
von ihr veraehiedeo «usOUt & ist daher wOnaehenaiverth, die Bedinging Um (ßjitS*~^ dordi dne andere m 
ersetzen, welche unmittelbar angiebt, wie groaa x hOehslflne. genoiMMii «erden darf. Za ebwr adldien BeatwimHiiig 
gelangt man mittelst des Satzes: • 

Wenn irgend eine FunitUon ^(nl von n die Eigenschaft besitzt, dass für unendlich wachsende n der 
abaohite Werth des OnMleolea ^^^^^ aleh ehier mite dar Binheii Uegendeo Giinaenfilfert, weim «lao 

♦(») 

tat, ao flndet andi die Eigenacbaft alatti 

: . Um a 0 

deaaan Beweis auf foigetMien sehr einfachen SeUAaaen bernbu Es sei I der abaohite Betrag des Grflnxwerthea von 
oder, ebgeaehen von Voneichent 

(l) Z4»^lfi±iL«A und A<1 . 

ao dtrf man amgekehrt Mr irgend ebi emflldiea « * 

(., ^-'+' 

setzen, wo i eine nicht genauer hei\ajinte Grösse ist, von der man aber wcnig-stens weiss, dasü sie für unendlich 
«aclisende n verschwbidei, weil in diesem falle die Gleichung (2) in ihre Vorgängerin übergehen musa. Bt aua 
9 beliebig kleia gemaebt werden kann, wenn man n hfauretdiend groae nimmt, ao Uaat aldi lettteree andi ao Wül- 
len, daas d<l — A oder 1 + I<1 wird mi es andi bMbl, aöbeld man für » nodi grOaaere Werllie 
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NeniMQ Mr k den JedeofaUs ganx hesümmien, eodlicben Werth von it, für «eleheo 1 + 4< 1 wird, &o tot 
iveO i äbnimiiit, sobald s ifiehik 

— _ =,1 + #<1 



fblglidi dmeh MillipHkailöii dieMr • Ihg^Ahangoi 

oder für k-^msstn^ woraus mesn — A folgt» 



a + 3)* 

wobei man nicht zu übersehen hat, dass immer nur die absolulea Werthe der Funktion ^ in Bcirachl kommen. 
LtHea yAt Jew » Int Thwndildie imdisn und l>erltd(aiidillsen» da» »4* I neh den oUg«B Bnaarinngen ein 
•dMw ftudi, Ir dagoBan alna ooaatmle ZaU ist, ao folgt aagaaMIcklldi 

Lim 1(1 (n) = 0. 

Um nun dieses Theorem auf unseren Fall anzuwenden, braucht man nur ^(») — nd»^ix*~' zu setzeni 
ca irild dm j;te(n^a;«->)=:0, wenn 

(n + D^.. 



oder 

1. ^. 



DfeM Bedingung rednict aidi wegen JUml^ + •j^)=si tof 



odMT ipogakdut 



ea flieh inmar mr m Ae al»o]aifln WaiOw tob « wd handalL 

Damit eodlieh die BaauHate dar bbberigen TTntersoelraDg in mOgHebat gebranehtetiger OaalBll 
atehen, teaen wir dieeelbea in foigeoder Regel nwammani 

Um eine gegelwne Funktion fix) in eine Potemenreihe au verwandeln, untersuche man vorerst, ob es 

ein d'iR Null lunfossendes Intervall, etwa x= — Ji bis x== + gidiL, innerhalb dessen dio Funktion 
und ihre sämmllidiea SUTcrenzialqaotienten stetig bleiben; man bestimme hierauf die Coeflizienten der 

A*) « ^ + ^1« + -^i«" + ilt*»'+ 

Digitized by Google 



I 



o 

doNh dio Fonnobi 

A.^fm «ad J.^ iXi/., 

md aradltele enfileb dn Grlanrarth 1, irdebem lieh der «bmlnle Beine dM Qnottenlen 

bei meDdlieh mehsendeD n nfberU Die obige BeOtenverwandhing gOi dann fBr alle «, wdebe den 
beiden Bedingaifen 

-I» < ».< +ti und -^A < » < +A 

giMueiUg Genüge Meten. 

Nkdit Hhertaealg itt Doefa folgende Buerkung. Wenn eins Beibe eonvergirt, etwa die Belhe 

«• + »I +. W + »• + «« + 

eo iet naeb echr bekamMen Lehren der Grinnrarth' tod ' niemala grüseer tde die Elnheit{ ebenao lunu nuui 

«- 

mgtkebii behaupUm, dass für Ltm ■ - ^ 1 die fragliche Reüie sicher convergircn wird. Wenden wir dies« 

n« 

anf die Belbe 

«n, ao coaveigiit dieeelbe für 

"•(^^)<» 

wonnt BMI flndet 

Diaes iai aber gannn dtoedbe Bedingung iite*die in (3) veneidDele nnd «Ar lUteMn dauuMli tuA aagen, 
dnw das Tbeoram von Mae laieii, rlelitig «ngevendet, JedeneH eine «O B tei g en l e Belhe iietet 

S. 5. 

Die Bnendlichen Bähen für Potens, Logarilho»« wd BipoiieBiialgrfiase. 

L Ndnnen «ir + m ^ ^ Piim^len der DUteeulabeehnnng 

^(^)»pa + a;)^S /«(«)« nQi-Dd + aO^*, /"(a:)«|iQi-l)<|i-t) a+a)*^» » ^- 
Alle dieae FnnkUonen bleiben continuirlich innerhalb einee dto Noll mnsehliessenden Inieradlee, alndiflh Mr 
alle X, welche zwiMchen —1 und +co liegen. Den Feil |i « — 1 oder 1 dagegen onaa man ena* 

achUessen, denn sobald n^/i geworden ist bat mun 

#0» - 1) («»- 2) 0» - a + «y*"' 

(l + a-)— 

und hier erleidet eine Utiicrbrcchung der Conlinuität, sobald x dorcb —1, also 1 + « durch Noll hin- 

, durchgebu iUs erste Bedingung; der Reihenentwiekelung haben wir alae 

(I) -l<*< + €0 

Die CoeCOzienien Ä%t Ai, q. a. w. beaümmen sich nach- den Femetai 

At = AO) = 1 
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TTTT"* 1.4.* 



0. I. 

und nilhln ist jetzt 



Um noch die Grinion fOr s su bMUamen» dividirea vir dto fflekbong 



durch die ihr analog g«i>ildet« 



^•+» " t.>.*...«(ii4.1) 

Dien giebl mch geUriger Hebung 

Für iDMiidlieb wachsende n ist der Grtiiuweilh hiervon — 1 und der abflölule Werth desselben die EbdNiti 
es tum also x seinem absohiten Wertbe nach weniger als die Efaihelt belngeo» wodurch sich die frühere Be- 



-1< x < + 1 

rcduzirl. Nur in einem Fülle ist die Beschränlcung unnöthig, wenn nämlicb |i eine ganze positive Zahl 
und dadoreh die Bbiomiahvibe endlieh wird. 

IL Verslelien wir unter /(l + x) den natürlichen Logarithmus von 1 4- jc, so i»l beluuinliich 
und diese FuaIrtloMD bleiben mnmt und sonders coDUnidrUeb swiaefaeo den Giiun —1 ubd «hco. Femer wird 

. _ _ (-1)— * 

md denmacb geslaltel sieh die Entwlckehng vm lolgendennaeaen' 

(S) /(l + X) = -^x - 4- -J-«» - 4"** + 

Der äbeohiie Betrag des QnoUenteo Jt^ 1 i<«^r Ist Her b 1 + der Gcioiweitli davon iän 

Einhett, vnd es gih daher die Gieidnmg (8) unter der Bedingung, dan « iwiicbeii —1 and ^-1 emballen iat 

Iii. Die Supposition / ^x) = e' bildet das einfacltsle Beispiel für die Anwendung des Theoreme» von Mac 
iMTim; man hat nfimlieh 

/«(«) = /«(x) = /«(ao « 
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milhln 



Bo gelangt man auf der Stelle n der Reihe 



r 



i4) *' = 1 + -r + T:r + T:i7r+ i.s.s.i + — 

t 

dar Qootleat iweter anMnwirWtnteeadan Codflaientm 

1 

■^■■n. ' 1.8.3...» , 

l.S.9,..ll(i»+l) 

mithin der GriUizwerlh hiervon unendlich Ist. Da nun ansserdcm die Punktionen f(x) /"'(ar) = /"(as) . . ; 
SS «' fBr alle s .continaiilich Uelbenri so folgt hieraus, dasi die Gleichung (4) ohne alle Elnschrinknng gilt 

1 f. 6. 

Goiiioiii«lriNliA od cyMomelriicbe Reihen. 

Auf ähnliche Weise, wie vorhin e* in efaie Reihe entwickelt TK-urde, lassen sich auch cot x und tin x in 
Reiken anlUSsen} vir ziehen es indessen vor, ein paar allgemeteere Ftuüuionen ca b^aoddn, am xa seigen, daas 
der m S. 4 aurgcstclllc Satz auch dann noch braoehhar Ist, wenn man die liiihereD OilTereiiiiilqilOtieiilen von /(ge) 
nicht In einer independenten Formel darsielitn kann. 

T. Es sei fix") = smi^Arcsm x), die Aufsähe mithin die, den SioUS des |kfhelieO BogODS XU finden, 
wenn der Siaun x des cintachen Ikigens gegeben i^t. -An^ der Gleichung 

(1) f = m (n Aresin X} 

folgt nun sunäehsl durch Differenziation 



oder nach Wcgsciudfung des Divisors Vi — x^ 

Vi - X* /^(-r) = I* cosiiiArettn x) 

Die nochmalige DilTcrcnzialion dieser Gleichung giebt, indem man linker Hand die beluumte Uegel für die 
mflhraailailon des Produktes anwendet t 

VT^ rix) - ^* . /'(«) = - jEÜ^^i^üJ^ 

* 

oder naeh MnUipUkatlon ndt Fl— 

(1 — ar^ — 9 /*Cc) SS — p.*ilni^jlreän «) 
wobei man statt der reditea Selta —fflf(z} aetteo kam. Die nuundurig« Gleidinng 

(l-at^/«(«) = »/«(*) - ^•n») 
wollen wir «mal dUHerenzIfea, wobei der bekannte, für mebnalige DifferenziatioDen geltende Sats 

angewendet wird. Es cqilefat skh so 
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oder, indem nun für «i imd «i On Wertbe » and -j-ii Ol — 1) eelil, die i^eMmtiBoi Crt iien «aninigl wd 
Mir CsB) redniiiti 



Dieee GMehni« kann dam dienen, m ene f^i^ti b /(j^ nd /■C«)> die dntdi die Fonnein (1) ood (S) 
sind, der Bfriiie nach /"(dOt v. s. v. >u «ilwidielnt indem man n 0, 1, S, 8 . . . 

■ellti diess würde alicr eine umsUindHdie Bubslilution crrordem, dir für unscrn Zweck nicht nöthi^ ist Dagegen 
gtebt aber die Gleichung (3) Auskunft über die Conlinuilül der sämmtiichen DifTerenzialquoüenlen von sind 
n&mlich und /("+'>(x) conünuiriich und endlich, so bleiben auch die AuadrOelw 

•teüB vnd endiieh, vonuiageeeiit, daie der ebioinle Waith von « die Snlidt nieitt iIiNnelirelMt daaielba gHi von 
der Sanne der vorliegenden Ausdrücke nämlich von /■'"+*'(.r1, luid man kann daher sairen, wenn /"'"'(x) und 
^(•+*)(x) zwischen den Gränzen —1 und +1 endlich und slelig bleil)en, so ist auch /■<"+^'(-r) innerhalb dieses 
Intervalle» endlich und conünutrUeh. Nun sind aber, wie die Gleichungen (1) und (2) lelircn, f{x) und /'(x; für 
1 > « > — 1 emdUeh und sletig, folgUcb mOsseti ea nonmeiir «leh /"(«),'/■"(«) o. e. w. d. Ii. aile Differeiisial- 
qaotienteo aeint das Theorem von Mt» Lnrin ist also anwendbar, weil die Mull zwischen —1 mid +1 UesL 
Um jeiatY(9}, /'(Oj, /"(O) o. a. w. zu bestimmen, setzen wir in (8) assO, ee wird danni - 

/«••l-4(0) = 0»» — CP) 
weü /*'(Q) = 0 und /i(0) = ^. 

/(OJ = 0, /'(O) = ^ 

rm =0, ram ^a*^i^^rm »=(i«-n«)ii 
r^m = 0, r^ifii = 0«-ii«)/'(O) = (5<-i»*>(a*-|i*>(i>-.|i*>|i 

u s. w. u- s. w. 

Nacli diesen Bestimmungen hat man jetzt die R^enronnel 

(4) thi(ßMnx) = f*+ ^ * ^ i.ft.S.4.5 * 

j. I*a'-M')(8'->'')C5»-|>«) ^, . 
1.2.3.4.5.6.7 * 



von der wir bis jetzt wissen, das.« sie ausserhalb des Intcrvnlles —1 bis +1 niclil ^'ill. Ob sie auch für alle 
Werthe imiurhalb deaseiijcn richtig bleibt, cntächeidcl sich durch den Quotienten zweier auf einander folgender 
Gfledert detsdbe iat 

«1 



da der Grünzwertli <ic»sulbcii weniger die Einheit l>etragen soll, so folgt 1 oder 1 ^ x > — 1, 

IM (taee aiso die Bdlie (4) in der Tliat flir alle idit gebrochenen » -güt. Sie ^ ftbrigens aneli iOr » — ±1, 
«•ü aie in dieaem Falle noeb eonveqjrt«). Vir Iwbea 



«) Bfao Mh» 4m VmtmtM JbmttMtk 4m algthnlMinii UL«* 
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(5) 



_ >i(/«»-l»)((i<-3^)(y''-5») ,j 

l.ft.l.4.6.«.7 * + 



GewflaiUoli «teIH man dieia Formel in dner etwas anderen Gesidl dar, Indem man 4min wm, 
nun, der Oellnilloa voo .Mki dt wMtß, z der spitze Bogen ist, veMier « nm Sims liali die Gfeiehnf (S) 
lautet dann: 

_ I» - 1 ») (f.' - 3») ffti - 5»> . 

1.8.9.4.5.6.7 * * 

Dnreh DÜBBreudatlon in Benig auf z erhflh man noch 

1.2.3.4.5.0 -1»* + .... ..J 

-j-i»>*>— 

bt f» eine sann ungerade Zaiil, so irarden die Bdlien endlielt und gelten dann fOr jedes beUebige z der 
Unken Seite gleich, wie man leitiit ans der Benwclcang seUieasen wir^ dass die Peiiodlsltlt der VuktfoMtt iMkler 

and linker Hand dieselbe ist. 

IL Dieselben Betraditangen sind fast wSrtlidi anf die Fnnklion 



anwendbar; man findet 

/•(«) » — ^csin X) 

oder nadi Wegsekaflknig des Diviaoi«i 

yi~.af»/'(«) -« — p jAiOi JresAi «) 
IKe nodanalige DüDBreotlation dieser Gieidmng giebi 

y i — x« /"fj) — ^ — eos ^rr«n x) 

Fr^iT'^^'^ Ki-x* — 

^ i. 

(l— «•>/■(») — 9 Pix) am —n* euinAraiKxy 
^ mu die ndile Seile «• — |»*A«) isti man Im daher, ganz wie Mher 

(l-«^/«(jt) = xPix) — r»VW 
«nd nltliin eigiebt aich dordi »malige raferenziation die Gleiclnmg 
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Dicselljc isl ihrer äusseren Fonn nach völlii; einerlfi mit der ittilcr (3 ) vrizcii Imclcn Hezicliuri;,', nur liedeulcl 
fix) jeUl eine andere FuniOion als frOhcr. Die Fuitjcrungcii Iticibca aber ilicsclbcu und wir scliJie&s>en wie vorhin, 
dan ans der ContinnUit von /W(ae) and f»+^(x) die Continuilil von /<"*•'»(«) hervorgeht! da nun /{x) und 
/*(») hmeiAalb dea 'Sitwvalles —1 bis +1 «ndUeh und tmig bleHH»» so mOssen Jetzt sinmitlieha DUbremial- 
qpulientan von dieselbe Eigensdiaft besitien. — FOr a; sb 0 ist weiter 

/t*+»<0)=.(ii«_,^t)/t.»(0) 

ond MefM iMt ann n beadnen, dass AQ) » 1 nnd /*<0) » 0 ist; dangenlas Ifaidci oiaa 

m = 1 

/»(O) =0, /-"(O) = -^V""(0) -fi' 

r'iO) = 0, r{0) (2»-,»»)/^'(0) = -(2» - ^« 

r(%) =0, /^(O) = (4« - 1»»)/^(0) = - (4» - (2» - |i« 
tt. 8. w. < n. s. w. 

nnd naeh diesen BesUnorangeB gilt die Formelt 

(8) ««0.^c*m«) = l--j-jrx^ - 4.4.4.4 l.i.ft.4.&.6 ' ■ 

nnd zwar niehl ansscrhalb der Gvbmn —1 und +1. Auf gleidie "VeiBe wie vorhin wird man sich li'ichi filxT- 
zeus^en, dass die obi^e Gleichung in der Tbat flbr alle zwisdien —1 nnd +1 liegonde ja sogar noch für 
jp = + 1 richlig bleibt. ICs ist daher: 

Scknibt HBan n Ar >lr«iiN also jAi < für so ist 



(10} <»t|ir := 1 - -j^«n*z + ''^^g' 4.4'^ 



woraus man durch DilTcrtazialion in Beziehung auf z noch die folgende Funnel crhült 

(11) -3 ^a{f s»» - ^j';^-^ ^»«4. '*^'''i7a^V;;.5 1»'^ - ...j 



Ist |i «ine gerad« Zahl, so gellen die Fonnebi (10) nnd (11) für jedes «, wie man leicht einsehen winL 

f. 7. 

^MlilMnaf der Fomria- de» TorlgMi Ftragrapbeo. 

Die unter (6), (7), (10) nnd (II) entwidfailen FofilMta dea vorigen Paragraphen eothdlen s««i GMasea 
^ nnd jr, von denen dio erste vWig, die iwdte wenifeslens bmeriidb des Inlervalles —1 bis -f 1 willkilhriidi an- 
gcnotnriien «erden darf. Variirl man die eine oder andere Jener Zahlen, so ergeben siA anf der Stelle neue 

Formeln. 

L Ed fici mz ~ u luilhin |i = -j, so gestallen sich die Gleicliongcu (6) und (10) wie folgt: 
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. u Sinz a(«» — l^z»> /JwzV» . u(m^ — l*zh(u'* — i^zh /smx\* 

i.8.4 VT) + \—) 

c«« i 4. 1 j j 4 ^— ; i.ft.t.4.&.e — (— ) + • * 

lasBen wir ;f in Noll fibeifelieii und berOCkatehtigeii, d«w in diesem P*1ie der Onodent nrEhihflll 
irird» eo folgt auT der Stelle 

(l) = y - ^27^ + 172.3.4.5 - • • • • 

(1) *~TT+ 1,1.8.4 ~ 

DaiMlb« BMidiat Wirde bub aw Am GleklHagni (U) und (7) eriialien, wenn man in diesen p h -~. 
nihme md naeldier x in NaB ttbofdiea UesM. 

km den IBr fAi « wd cM « geftmdenea ReilMn iMsen sicfa aelir etateeh audi dis Bsüieii ftr w «, Umn, 
totec « md «01 II nUetien, wie man in des Verfaisen Omdbiidie der «IgebniadMn Anstyals (tßt^ XL) nMli> 



IL Eine zweite; Uinwaiuihmg 'ler im vorigen Paragraphen entwMuiten Fonnein bestellt dartii 4ms mmi dito 

willkQlirlichc Zalil in N»ül iilxTgelien lüsst. » 
Die Formel (7) giebl für diesen Werth von 



l es e»X { i + -j-«"** + -^^S*!«* + \ ***** + 



«In Resnllat, wetehes in so fem von keiner besonderen WiehtigkeU Ist« ab man es omniudbar ans der Gleichnns 

erlialten kann, wenn man da» üinoiniallheorein auf den zwtitt-n Faktor recbler Hand anwendet. 
Geben wir ferner der Gleichung (6) im vorigen Paragraphen die Fonn 

»in uz sbt* (#« — I«) $ln*z . p.' - l')(|i '-3«) att*x 

-T~"'T — r-+ — rnm s — 

and lassen hier ft In Roll flbergslMn, s» folgt «T der Stalle 

iin X , 1 siii*2 l.H sin*: 13.5 sm^ z 

(3) , = — T" + a -S~ + YÄ + 17476 ~T~ 

.... 2 < 2 — j-* 

Diese Formel dient zur Bestimmung des Bogeos, wenn der Sinus desselben gegeben ist; nun alelt ^ dahor 
unter folgender Form dar 

(4) ^cm *=T+f"l-+2T4 3- + TTjS T + 

12»2-1 

Die Glriehang (4) des vorigen Paragraphen schreiben wir in folgender Gastslt 
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damf n in NvB fllwifdien} w Cp^ loi 

(5) 2=:cofz|mz '*'"y + "JTy ***** 1^ y +••••} 
wenn nun eot z and «Ai« dnrdi te» z aiwdrthan 

f«>'>-Y« 

mittelst welcher Fomicl sich der zu jeder l>elicbigcn Tangente g^örende spitze Bogen finden liasL FQr tei x = «- * 
ist demnach z sbs Arctm x mithin für jedes eiidticlic x 



Diese Formel kann zur Berechnung der Ludolph'whea Zahl mit Nutzen verwendet werden; aus den. 



. tmmäimm \ 



Y + ATOM, 'j^ 



1 ( ,81, 8 */lV , «.4.6 /ly . 



femer 



«_4/,.2 2 8. 4/2 V» 2.4.6 / 2 y . » 

die Mlir bequeme Fonndi 

7 (. , 2 2 2.4 / 2 Y 2.4.6/ 2 y i 
T^^löl^S 100^3.5 Vlüü/ ^ 3.5.7 VIOÜ/ T • • • • f 

. T564 I. . 2 144 . 2.4 / 144 V . i 

die, wie es scheint, noeh nicht bemeritt worden ist 

Zieht man beide Seilen der Gleichung (10) des vorigen Paiagraphon \m der Einheil ab, seilt linXcr Hand 
8 <Kn'-j|-|»« no die Stelle von 1 — cof f»> und dividiri endlich durchgängig mit j»', so wird 
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V ,» J ~" S ~2T3 i~ 2.3.4.5 ~T~ 

i.l.4.&.4.7 i-+ 

folgt. Indem man fk mr.lliill werdm'llMli . . 

•der iBr «Aijr SS and s es .jresAi «, 

,f»v 1 ^ «• .T» , 2 a« 2.4 a;« i! 4.6 .r» ' 

(9) + 13 -6^ + 3.öT-r + • •• 

l ^ X ^ 1 

■Diew ist die von SUunvOk fegebene Reihe fär du QuAdrei des Bogens, ameedrliielBl dveh seinen Sinas*). 

$. 8. . 

Di« Berte der Reihen von Taylor and Mac Laarin. 

Will man sich der Iniegralrcclmung bedienen, so ist die Aufgabe, weictic zu Anfange de« $. 8 gesteilt 
-«wie, «hne urellere RfldBlditen Meber; ans der doehanf 

s. = A«) + i^Z-w+^fifil/«« + . . . + 
fDigle ninlicli dnrdi DUtoenaiatitm 



4x 1.2...(ii — 1) 

■ÜUn OBgekdiit dureh Integration 



Kb« udarweite Anweadonf der Gleichnng ( 10) dei yorigen Paragraphen üt folgende , bei der wir nnt dar Iiitegr«lr««h- 
wm% bvdUam. Mu ■■hiplisira dt« gaauau Q\iiiäkma% ate ds, iaU(rira duuf swiaciMa d«a Qiimii «s 0 Ui « s 4« wA 
dfe FMMib 

l.a.&...(a»~i) 



«wMds= ^4£!L wd y ««>"• 



•der llr |lv31, w« i «baAM wlllkährlich «i« früher iat, 

•fax« _ , l* Aa(f.-A«) — *'l 

' * ~ T5" i'.lsi« • • • 

■üd M«i WHI die Ctikder der Kalhe darch ge«3bnllche Addition varainigt 



WH In H«— f l«)(»a_ia) .... 

""15 n : S«~~^ IS 77TT 



MMtMg dw iwwMiiibM PndekiM ffc d« «Smu «iMe bali«Mgm Bagfm dbfle licfc dndi Vtn Wkam aabr 
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Dm die ConsMnls der Integration zu bcstiiiiniL-n üelzen wir in der nuninehrigen Gleichoiig 



moft xs«t daum xssa und sabiralüren die zweite Oltiehnnf von der enten» «• «rriebl «idi «uT dieM Wtkm 
mit RtdoiiAt «vT den Begriff de« bestimmtea Integrales 



oder' aiidi iadem imB fiä) tranqwiilrt vad Naker Bind die'InlegraiioiiugiiiiMn vertmaelit 



ivomit die Summe der fraglichen Heilit- uuf alle P'ülle bestimmt ist. Branchen tun V'erwecliseUing zu verfaAlM^ 
i^Mr doM btegrabelehen eineii «ideran Buchstaben flr x, el^ so ial auch 



- «« - I i.. '„-Ii /■—»—/«(»'» 



a — X = h, al£0 a = x + ergicU sich hieraus 
(5) A*) + + xt/"C») + • • • + t. 2 *.'»-.!) 

vad durch Kinrüluung; einer neuen Variabcicn welche mit dar bisherigen Verinderiieheo dureh die GMdnng 
f^x + *, also dgssdx verbunden ist, entspringt die wielHlg«^ Foraiali 

(4) rw + y/"»») -f -^/"W + • • • + i.t.*^«-!) 



mnant man in dieaer Gleieinmg «sO nnd aehreibt nacldier a; für A» so irird ans 



f(0> 



die Batwickalnng «odiicber InUfrale Ut ilie obige Ponn dea Tmjlor'tcUtn 8<Um sshr brauchbar; Btii iahe Uonibw 
nd SauM, Hall« 1818,<« ff. U, U, U, U, Ift. 



Digitized by Google 



23 



und aus (3) crluilt nun dasselbe, weil- es in einem beatimiiilen. lolefnUe gieichgällis' kt, mit welchem fittehsioben 
<üc Variabcle der Integration bezeichxict wird. 

In den Fonneln (4) mk (5) liegt die Mgenamtia Sefibestimnuing der Iteilien v«n DqfAr wd Mtc Zmrini 



so luina gefragt werden, wie gro!>s der Hesl genommen werden niibüc, daniil er die schon bci^liiiiuite Reihe 
n /(« -1- k) efsbisej «an der Verglelchimt aiit (4) ttUgl ntm auf der Stelle Rtr J?. der Wertb 

8elM mao «nf gleiebe Weise 

M giebl die Vergleichung mit ('5) 

- l.i...V-i> - ')-'/« W 

«bereiaMfaUDend ndt der vea Lagrmtf MS weK IdoBerem Wege eM^ffiekeUen FenneL 

Am den hier g egehenen ReBtbestimmangeo ianea lioh ohne Whe endi die Reatfomehi Cmt^* ÄüiStm^ 
man nur den bekannten Satx anzuwenden braocht, den immer 



ist, worin k einen positiven ächten Brucii bezeichnet und F{x) innerhalb der (irünzen 0 bis c endlich und »letig 
bleitt*)) man hat dann sofort flr die ng^ache Reihe 



mr die Reihe von Mae Imrin 



1.2. 3. ..(« !) ' * 



• die Continuitäl von f^^{z) innerhalb der betreffenden Gränzcn vorausgesetzt wird. 



*) Dai genannte Inlrgral bedeutet uämlich geoaetrUch die ebene Fliehe, wtilc-he über der Abttisse r steht und oberhalb 
4arck die Carte der Gleichung jr = F(i) br^intt wird. Oieae Ktirbe kmn aaa »ich eis Rechteck denken, «reiches c twr Baal* 
■■4 «Im aiUlM« Ordinate >ar HM« hat} da abw | xwiadMB 0 aad c li^, ■« darf ntan i^jlc aataaa, wabai X ataaa 

■UanBrwkkaaMhaat, daaNM Warth Bi*(in«rb«aBabBr litt maa.hat aMrit flr jm« FIMad«i iahalt s »FO«) 
iha Total 
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l«MMm Bita Tii Lagnoge od Ffvlcr, 



f.». 

Vorbervücnde Stbw. 
Es beietelme 8m die Somne der «w « GUedern bertebenden Itoilw 

* 

in weldier z und ^t vflilig iriDkOliirilehe CrDnen bedeuten mfigen, nnd ea sei die Anllpdie festeHt, den nmA an- 
>>< knnntcn Hoirag jener SvinnM n emdlleln. — Ifoii gelengt bienu lebr leldd, «em Mtt towebl 5« als die Beihe 
mit dem Ausdraeke 

l — ixeoim + z* 

mnlüpliän und dabei jedes Prodidd von der Form %etm fAims fai 1)« + slH(m+l)m unraraiidelit dieaa 

giebt 

(1 — 2zco(« + ^'>*>'. 

SS z sin u — z' »mia + z' sin m 

4* sAt S« — «t «Ai « — «* «te S« + z*siHi» 

+ s»Hn9u - x^ittim — c«<Ai4« 8« 

+ z* tm 4m — z* sin Sm — z* sin 5m + <Al4« 



• Hebt man so weit als möglieli die Glieder der ersten Verllladeoloime gegen die der dritten and ebenso die 
GHeder der nvelten Coloone gegen die der vierten, so bleibt 

(1 — S«cet« «f «>>Sa 

a « «te ■ — «"■*■> ifliOi i)« 4- N« 
md Ueniw ergiebt lidi der Werib von 5»» nlndieb 

„ z sin g z*+*sin na — z' + ' sät (n + l)u 

' ~ l -iz CO» m+ z^ 1 - 2x cw « + 

Die Vergloichung dieses Wertbes mit der ursprOnglichen Bedeutung von Sm liefert naeb beiderseitiger Divi- 
sion mit z die Formel 

ttxm + ztlitim + litt im + .... + z'+^ttiinm 

l—izcosa+ ■ L — izcMm'+z* 

Lisüt man — « an die Stelle von z treten, so ist aueh 
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vnd dtow Formd bildet mm den Aasgangspunkt ehier wäteren UBtenaekuns. 

Dia ddebuns (1) moltiplliinn wir mit 4x md btegifran darauf nrischen den Griawn sbO bis ««1« 
nnt BOekiidit «if die Fonnel 

ergiebt sich dann, wenn luiker Hand die InlcgraUon ausgeführt, rechter Hand vorläufig angedculcl wird: 

11 1 

^i«i«_^i«tS« 4.^«fli8«-...4.i— «Am« 

/' dz x'^^dz 

^ L+iXC0.,+ i' + ^-^^'""'^'''{ 1+^X00., + x* 

0 

Das zweite und driUe Integral auf der rechlcn Seite stehen unter. der gemeiaschafUichen Form 

wobti ivfr nur AbltAmmg benuUen, mid es ist nach dieser Beiachmmgsweise 

11 1 f— Ii"-* 
(8) yiAi« — + -jwnSa — +-i — j J*i »« 

t 

= «*• « f. . o — x-i + (- !)•+*/•+» **»!»■ + (-!)•+•/. i*»0» + D« 

Der Werth des ersten Inlegrales lunn unmittelbar angegeben werden t man bat nAmlicb bei uubettUmmiAr 

Integration 

sin u f-T-rs-^ ; — 5- = -Breton . ' — + Qmtt. 

J k-^ tX cot a + i-{'X€OtU • 

mübbi durch £failfUirung der (irftaaen xssl ^d, 2sO 

i . • . 

/dz . , sin a 

11 ' ' t 

oder, weil sdi • = Stiny« «et-^n md 1 + m* « ~ Scm'-j-c, 



(4) 



Hier bedarf es zunächst einer Erinnerung an die Definition des Zeichens Arctan i; man versieht darunter 
(weidgatani seit (My) den Begen des ersten Quadranten, weldier die Zaid f lur Tonganie hat und zwar ist 
i pesiUv oder negativ sn nehmen. Je nachdem t posiihr oder negativ ist. Danas felgt sogleich, dsss Ar 
qiaaen Bogen p die Gleiel|nng JrvMM (tan j^. ^ ^ stattOndet, dass dieseihe aber niHit nv hr gilt, ««n p 

4 
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«nteo Quadranten überschreiieii so hat man z. B. jirclan (Um(,% — ]r)) = Arctau{ — tanj) s= — Jretanitm 
SS — y VBi diett iü nldil ataiarlai oft • — y, (Br d« driUeo QmdnataD ntn Jitkmim<ß + tiy 
«=i AnUmifgut) *= t a wie tidi ttieh rein geometriteh tehr kkbt ntfllnnlMa HM. WoUmi mr mm 
di« Formel 

JrctmlMm ff) — J"" 

Mr dis dildrane; (4) benuUen, so miMmi irir die DMendHlioD ^» > > — -j«, d.h.](<>«>— s 
zu Grund« tat» und haben dann 

nilUn dnreh Subititiilion in die Fonml (S) 

(5) y«*i « — i-rti S« + -g-riii 8« + Sn^^lLtin na 

« y« + (-l)"+»/.4.i«*ni« +(-!)•+»/, 1*1(114. l>«, •>•>-■ 

Was nun die noch Qbrigen Inte^alo /« nnd /a+i anbelangt, so würde die Ermittelung ihrer genauen 
Wenhu iiuf 7i<-nilich comiilirirln Formeln führen; dagegen lüsst sich der Betrag einet jeden dfliselben leicht twi- 
sehen zwei Gränzen tassen und zwar auf folgende Weise. Wenn in dem Bruche 

1 + 2z cos « + 

die Varialjclc z d\s Inter\'all 0 bis 1 dorchläufl, so bleibt der Nenner immer positiv, weil er als die Summe der 
beiden Quadrate H + z cos «)' und (z tin a)* angesehen werden kanoj auch gehl der Monner nicht in Null über, 
M lente eot m niebl s ~1 ist fai leliteren Felle nindidi «Orde der obige Bmeh 

1 _ _ 1 
''l 2; + ~ (1 z)' 
■anehmen und der Nenner in dem Augenblicke zu Null werden, wo z die obere Gränze jral «midtt» SoUlessen 
yrir die Mflgticfalah, daiw €W « es —t «erde, dadnrdi an, da» irir • iwieehea — « mid +m annehmen 
(• > « > — «), io folgt Jeim, daae der mrier (ft) teaalnimale toA pealtiv mid endUdi bleibt, wemi * daa 
Intervall 0 bis 1 dtirrhl.lun. Der absolut grössle Werth, w(^lrh*?n der Brach wilhrrnd dieses Intervall es erhält, 
heisse J, der absolut kleinste £, so sind jetzt A und £ nolhwendig endliche positive Grössen. MMtipUziren wir 
die nonroehrige Unigleichung 

mit z''dz und integriren zwischen den Gränzen z=0 bis zsl, so ist weiter 

t 



^ . r"^z ^ B 



m + l Jj. -i-iz cos a + z* ^ m + l 
d. i. miter BOeluiebt anf die CMehmic (S) 

Dieae Bailelni« Uatt «rinman, daaa M mtandUeh mdModeo ai der HUI 
wefl A md B aodliehe von m i m i h h liulg e Gitaao aindi dagagan trtode 
eat • B —1 werden ktanla, ireO dann A selbst unendllefa w&re; wir luiben 
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Diese E3gen8chafl des Integrale« grestattet eine Umwandlong der Gleichling: ( 5 ) ; Utest man nSndieh die 
dort vorkommendo Zahl n ins Unrntlliciu; wachsen, und bcrücitsiclitift, dais dio CMiMa tk^nm und 
die Grftnzen —1 und +1- nicht überschreiten Iiünnen, so folgt 



• >«>-» 

vo Bim die Htüur Hand muMUMio Halbe eine nneadltehe ist. Oms aie in der Qua fttr eotehe «, die nlebt 
nriNben ■ «nd — ■ liasea, der ndil«n Seil« tMdmsetlan «nthOrt, okeBBl nan leidtt a fnkrMt «bMhon ee 

MS dir Torigot Heriett«^ mfrkrtläK arin jum% fir sbb cB. «rktolte man Oa-l-ii» lir xbbJ.», 
t 

■dnan nir ki dar GhUhnos (7) a = ■ — ^, wo nnns > « — ^ > — « d.h..^>0 tind ^<Ss 
aeia mw, ao IMsl 

- (8) ' + ■j«i«2jJ +y«n 3^ +.... = ^(»-jO 

2i» > ^ > 0. 

Selmibi nm in (7> einfach fBr • imd vardnigt die eo eniitehanda Glaiciiang 

n>ß> -K 

niil der unter (8) verzeichneten, su giU die neae Formel nur für solche /I, welche den Bedingungen 2» ^ ^ ^ o 
md ■ > ^ > i^aidiMlUg fMOgen, d.li.nrei>^>Oiaian «ASil ao ala lialbe Snnuna dar GMdnngaa 
(8) «nd (•) 

(10) 4-yAS# +-5-'**# • T" 

«>p>o. 

Für p — t. gicbt dless die beiunnle Leämitz'hfäM Reihfii fflr /it s Undel sich das nicht un- 
interessante ResuUatt 

l.lll^l.l I lir« 
T + T""T"T + T + ir"Tr " T*'* 



f. 10. 
Fortsetzung. 

Nach den Erörterungen dos vorigon Paragraphen hat es nicfat die ■*^**'* ScbwieriglMtil, die • 
Ileiben su finden, deren allgemeines Glied unter der Form ^ 

emkallea tat, «aiin yCO eine beliebige ron <aO bla |»« andlteh mA, aMf bWbaM« FOnkiieo van^ f, wd • 
eine conaUnte GrOsae beaeldinat, die vor der Hand noch wUUdUirUeh eaL Wir «oUea. diese Untenoehnng &U- 

4» 



Digitized by Google 



28 

gemein durchrühren, und iheilen sie zu trüsserer üefaerrichUiehkeit in zwei Theile, welche letztere den oben ge» 
brauchten doppelten Vorzeiehrn entsprechen. - 

1. Um <tic Summe der Reihe 

(l) y^9(0-fAi + 4« + i»(0«B»S(<+«)« + <piO*i»9(f+»)^* + 

in Inden stellt man nmlehrt die eonMuiten Vtlaona y, -^i-.. unter die Intesrnbddieo und zldit danmr 
sSnuntliche Integrale su einem einzig«! zusammen» dkas giebti 

wo man sogleich die Anwendbailieit der Fonuel (8) de^i vorigen Paragraphen bemerken wird; dubci muHs jedoch 
die Bedingung 2u > t + m > 9 eifllllt sein «nd diese Ifl Mar sehr leieht sn beMedigefl. Dn ninlleh t iw 

lntegrationsinter\'rill 0 bis n durcliläufl, so ist immer » > / >• 0; wählt man a> nieht ausserhill» des Inlervalles 
0 bis 9» nimmt also * > • ^ 0, so folgt durdi Addition beider Ungicichimcren 2se > I -|- • > 0, wie es sein 

soIL Setzen wir jetzt statt der In (2) Toifcommenden Rdhe ihren Werth (I4-«)) •) — y<« 

so folgt durch Versieicbuog mit (1) 

Einfaicher nodi wird diese Formel» wem maö ^ IbeHweiae btegraUon. elatreien Usst und 
(4) ßß(fy.4t = m 

seut, wo nun f(t) von / = 0 bi» t = n endlich und conlinuiriicli bleibt; mau lial dann 

— tm -Jdtm 

was man für die Unke Seite von (8) bondsen iamni (Or die reehts SeAe ist ni bertekridiUgeo, dius 
Jannit+my^iOit = Unnif + m^J^ifidi - njeatnit-^^m-idi J9(1)dt 

t= ibma+mym-nfeotnii + midtm 

Fahrt man die IntegnUcasgrlnieo t^sO bis !»• und bringt alle noeh rOcItstSDdigen Integrationen auf eine 
Seite, so foigtt 

(8) T^^^*^ + j'fiOcotit+m)dt + ^noeoi i(f+ 'm)dt + . . . 
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wobei Inuner a ^ • ^ Min muss. Baetehnea wir die Suiume der Onks sielienden Reihe mU 17'«, eise 

(7) t/. = fiOdt + y mcos(.t + n)<H + I riOcat^(f + »)dl 

und gelten auf die üatenelieldniff der drei FAlle s>a>f, asaO, a«»« ein, so sind die Resultaie 
folsendet Ar a > a > 0 eriiill man anter Anwendung der Formeln (8) imd (•) des vorigen Paragnphen 

2r« SB 0, fBr ti BS 0 vereebwinden die in- (•) redits vorkommenden Beihen and es bleibl Ut a ^tt /(O), flir 
« SS s arnndüren sieh ^e Beflien gleidiflalls und es bleibl fff. ^ l ^ A«)i wir haben daheri 

iU^ = 0 , wenn « > a >■ 0 

IL Ganz ihnltche BetrachUmgen knüpfen sich an die Reihe 

l«) y/*9(0«ii(f~a)tff + ^fviOtinUt-'mydl + ^(^(fltinSCt-midt + 

Gieht man ihr zunSehsi die Foim 

(10) 1^(0 j yjäi(/-«) + ^t6il0-m) + ^sin3U-9) + . . . 1 j if / 

.so würde es \^-icderutn auf die Suiiiinirung der eiiigeklaiiwiieitcn Ik-ihc nnkominen. Diese k<')nnle uiiiniUclbai' iiudi 
der Formel (0) in S- 9 ausgetOlin werden, wenn die Bedingung 2m t ~ m > 0 crrQUl wäret diess ist aber 
nicht der Fall, denn die Differens t — m geht von 0 — a bis • — a, wenn t sehi Inlegfalionsbtlervall dnrehUnft 
Dieser Schwierigkeit ist srlu 1. irlit atiszuwciclicii, wenn man, unter der Vorausaettung a ^ a ^ 0, das btervall 
0 bis a hl die beiden Intervalle 0 bis a und a bis x zerlegt nach dem Schemai ■ 



Fit) 4t = fF(fi4t .^ Jjm dt 

0 m 



0 

Von (=0 bis t=m ist duiin die Jhilea-iiz t — m stets neguliv und wir äcl/eu darür —(«» — 0, von 
f a • bis Ihs dagegen bleisi / — a positiv i nach diesen Bemerkungen verwandelt sich die Gleiehung (10) in 
die folgttdet 

1 ^ ^ l ^ . l 
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und nun l&sst sicli jede der eini^eklammcrlcn Reihen nuamireo,. da im ant«) Integnde der Bog«D u—l und im 
zweiten t — u zwischeo 0 und 2« iic^t; dietis giebts 

Sebt man die beiden ieuten Integrale zu einem einzigen zusammeil, so isl nun darcb«Vergleichuns nül (9) 

(11) y « I y v(o «t — y*J(o I - y /(<—•) 

tiir irie fMUier dM «nlMMiiMiile IMasnd vm f (C mit A0> «» iit lUwr BMd 

J(ß—n)<f{f)di = (/ — •)/(() - Jf<f)*t 
und nchier Hand hat mm zu subsüluirem 

Nimmt man <=« und f =0, bringt «He nidit «ngtAlhrtMi IntflgMtimiai aoT dae SeiM «n 
Ii 

(W) -j;^*®* * y^O«»«— •)« + fmtmtit—mUt + 

» I yf<ll9 — ylAlS« 4- yftiS» |/M 

BeseidMMD irir di« Bnnme dar Bnks MehMdcn BeOie ndt F«, Mtoen «bo 



laM» M IM 



1 /»* />* /•* 



und «MenelieidM die drei FUle ■ > • > 0, « »0 und • a> »• m aind (bigande 
Fftr « > « > 0 Inon man die Foniwln (8) und (9) mr Svmninii« dar io (IS) voriuNnmanden Reihen be> 
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nuueo mA e» ergiebt sich m Hkr • a 0 venchwinden die Reiben and bleiU f\ « -^nftfi)» Wr 

« tas « endDeh «nmDInn lidi ^ ReUna ^eMiMb «d m kornnt Vf, mm ^rnftm} wm Tondidni 

I F. = »A«) «r • > • > 0 . 

j F, a. ^mm »4 — \mr(n). 

Die Sätze (8) und (15) liefern nun die eleganten Resuiute des nSchsten Para^phen. 

f. U. 

Die p0riodifol«i ReOktn tob Lagnnge. 



Ventalgt nun dmih Addition ^ k«iden Reibmi, dem Suaunen mit ZT. nd F« beieieluwt 
bertdMdMiBt dabei, daat dla SnauDB a«^ gMdiatalllsan GUedar 



ist, M findet man ohne HOhei 



y/CO cotmt — m)dt + CO* + •) d/. 



icosnm 



- F. + er, 

odar, man atatt F, and 0"« die ai«agd>enaB Vartiie eingaaalat werden 

B •/(«) +0, nr«>«>0 

Die Snnune der in (1) venetdineten Reihe ist dcomaeh mA«) and iwar gfll diese IQr alle • van »bO 

bis (a=zn d. h. Für ?r > o} ^ 0. Dividircn wir JeM beide Seltan der ^ s H^ h ax (l) ^im^ « ^ 
Abkürzung den von • unabhängigen Ansdruck 



(«) 

eo fbigt 

(8) ^0) = ^ Äxeum + ilicaiS» •^ ^»«mS« <|> 

» > • > 0. 

Ba liact eich danmadi jede beliebige Funktion euer Variabden in eine Cosinusreibe der vorslebendeo Form 
veraandShi, «eaa dte VariaMe daa tatarrall 0 Ua « aial« ibeiaohrailet «d die CoeHlaieaten der ReOie nadi 
Pomel (S) basttaant werden. « 
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Ein analoges Resullal ergiebl sicii, wonn man die beiden mit und bczeicbnclcn Reihen durch äub- 
intkUon wwMBBWuHHiti «sler Rfickilebt auf die Gleichung 



flndet man nimlieh ohne Sdnrierljkeft 



und liier ial vermüse der für und U„ ■,\^[zv^^l^^<■\^^:\\ Wertlie di'^ n chtc Si-iu- 

= «Aüi — U, für jt > w > Ü 

= -j-äAO) — Y»AO). für « s 0 

Die Smiuiie der in (4) verzcicluiclcn lleihc bclrügl demnach so lungc ot zwischen 0 und n liegt, 

sie ist degefsn Nidi, wenn «>«0 oder «ss v4rdi wir-missen daher die DeterminMion s > • > 0 aubleUeti. 
DIvidiren wir mtn beide Sellen der Gleiefaun; (4) durdi 8 und eelien 



(5) • msia ntdt ^ B» 

so i»l jelzl: 



(6) A«) = BiSinm + ßisin2e> + Ht$m3a + .'.... 

■ 1» > m > 0. 

Demnadi Iflset sich ]ede Funktion einer Varinbeleo in eine Sinusrefl» der vontehenden Fona verwandein, 
wenn die Verlnderiiehe hmerhalb des Intervalles 0 bis s iiq^ und die CoefBzienlen nach der Formel (ft) be* 
ttbnnit werden. 

Um den eigentlichen Sinn der unter (3) und (6; gefundenen Enlwirkelungcn inil mrifclichster Deutlichkeit 
henrorzuhebcn, geben wir noch ein geometrisches Bild zu denselben. In Fig. 5 sei BSPTU .eine völlig wUlknhr- 
liche Curve» deren Gleichung in reditwtaüdigen Coordhuiten 

(7) if « A«) 

heissea mOge, OX sei die Alwcissen- und OF' die Ordfaiatenaebsei die Strecke OA iiabe die Unge ■ und 

UM -~j:o bedeute eine lioliebisc zwischen 0 und » liegeii<l- Ai.^ isse, denn Ordinale j¥/* sss A'i) vor- 
stellen nivge. Sind nun die Coelllzienten At, Ai, Af - nach der Formel (8) besliimnt und setzen wir 

l 

(8) . r SS + Aitotx + Atemix + Ateo$9x 4* • • • • 

wo y die Summe der rechter Hand aldiendcii Reihe bezcirlmcn soll, so können wir auch du- N orsiehende Gleichung 
als Gleichung einer Curvc noselicn, von der ein beliebiger Punkt die Coordinalen x und y besitzt! wie eich nun 
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diese xweUe Curve zut ersten verhält, werden folgend* PWBtlny i fte ii erkennen laateiu, Liegt fn der Gieichnn; 
(8) a obsbt awMriudb dM iBlervallM 0 bi« «, ist also z s«, lo Mst (8) 

d. h. die zweite Curve fällt von x 0 bis z = » mit der ersten nisfuntnen. Ist femer x zwischen k tnid Ss 
enthalten, so kann man z ~ 2« — setzen und dann ergicbt sich aus (8) wegen c(wn(,2x — x«) s= cosnx, 

y = Aicosx% + ^|CO(Sx( + ^icofSx« + . . . . 

die zweite Curve d.h. F^yo deckt jetzt die erste nicht mehr, sondern beSteht aus cimin Boj^en TP^S , welcher 
dem ersten Zuge ISP congruenl ist, aber entgegenge^eut liegL jbür ein zwischen 2x und Sx befindliches x 
kun s B t« + a^t S«M« «wdfln und es fit dann iriedcmm r » dlm |^ eii«n Zweig s'P'T" 
wtUbK nU dem «itan 8PT in GifiiM ud Läse flbflNinMiniiuL "Wli man dI«M SdiMMe lortsaisn kum» crbdU. 

leicht und man erkennt so den Lauf der zweiten Ctu^'e längrs des positiven Theiles der Abscissenachse, Für 
negative x bleibt die Gleicltung (8) dieselbe und es ist demnach die Unke Seite der zweiten Cunc der rechten 
Seile congruenu Die Gleichung (8) giebl also, geomrtriMli constnurt, eine aus congruenlen Bügen bestehende 
Linie and iwar ist Jeder einzelne Bogen ideatisch mit dem Iber der Abedsse n atefaenden Bogen 
beliebig gegebenen Curva. 

In ganz ähnlicher Weise lässt sieh der Formel (6) eine geometrische Bedeutung abgewinnen, indem man 
die ursprüngliche Curve, deren Gleichung ff = fix) war, mit derjenigen Linie vergleicht, welche durch die Gleichimg 

(•) F «= Bttinx + Bistn%x + i?ism3x + .... 

charalOerisirt wird, wobei die Coeffiziflalen , ^i, Bi.,, nach der Formel (5) bestimmt sein mögen. Für eine 
iwlseiien 0 and « Jie|ende Abseisae 9>s«« ist nisiUeh TnA^a) *»ys ^ ^ ^ iwaHa Cw« mll der 
erslea «intileit IBr x h Ss — orird T « — A>a> «> und diaas gialK sinea Zmfg, dsr smr den enten 

con?,'ruent ist, aber unterhalb der Abseissenachst- liest; für x = tjs •f- erhält man F=y, , also einen Zweig, 
welcher wieder oberhalb und congruent dem ersten vorläuft; x sa 4s — x« liefert T = — |fg d. h. ^iedenun 
einen unterhalb liegenden Zug u. a. w. Für negative x ändert T nnr seinen YoiieldMn, nlclit aber aeinen abso- 
Intfln Werth, vad es ist daher <fie Unke Seite der Carva der leefaten eengrueot, aiber mit snUsgangesstil liegeadeo 
OrdintMI. Bemerkenswerth shid endlich noch die Fülle x = 0, ±_n, + 2» u. s. f.; für alle diese Werth« ver- 
sehwindet nämlich F, die Curve hat dcuinacli eine Hcihe isolirtcr Punkte (0, A, A*t in Fif> oder, WBS 
dasselbe ist, sie erleidet an jeder dieser Stellen eine Unterbrechung der Continuit&U 

S. 12. 

.Beispiele zu den vorigen Theoremen. 
1. Für die Coeinüsreihe sei sunidwt /(x)ss«| nien bat dann 



. 2 ^ ^ . l — cos n: 

An = 



- i l COS nt di = 
wte man ieiebt «ns der biiegnironnei 

J'teotnfdt 

finden wird. Man gelangt so zu der BeihenenlwicJieltug 



5 
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H 

(1) + — jjr- + -öi-T + • • • } 

» ^ ^ 0 

^ 2., ?ör dne-sveile Anwendung der Cosinusforuiel orinnt-m wir an das bekannte Integnü 
«omtt oMui obM van» flndeti 



Seist man daher 



to ergiebt «idi aar »««^'"viitoc der CoefAiieiiteii. 4 

+ e-''*)c<unt dt 



e«" - «-«» ^ •«-hü* 
und deram die Fonnd 

rt> * , i ««tJe . ttCos2x «CO* 3« . 

DfeMdbft. gut flbrigens a»^ lOr mgfih«' .-««a beide Setten der GMcbnag. die 
es — 9 A beailzearimd es l|t daber die ecnnilcrte BediiMtaiic ■ ^ « ^ —» ".nfl mrt fflfn . 

Glebt HUB s die speildlaQ Weitbe 0, und «, so hat nfln ^ Ponnehn 



(3) 



KT" +.1* + «i^fti -«i^ii + — 



(4) i * ■» * _ • . • « . 

T «I«" + "K" "JJTF" m* + ** ~ m* + + 

(4) » e" + e— ^ 1 . 



3. Es sei 

wobei |i als ftchter oder unAebier &uch vamngeselct werden mOgO) man llndet ^u nn 



cos fif coi! nl dt 



I 1 1 

oder wenn et« <*/ «/ == j-cojQi — m)< + -gcosQt + n)t gescui und jeder einzelne Summand ixUegrirt wird 
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$1 

^ «■ — li» 
Diw gleN die bameriEeniwerthe Reitet 

« «or»« 1 «cor» B€Ot%». , itowS» 

TTS^;?-lj-+ TT^^irirp- + thr^r 

wobei sicli das Cültigkcitsintcnall anf n ^ x ^ — ic aasdehnen lässt, mm man berQcksichtigl, class Tür negai- 
ttve « beide Tiieile der Gteidnug ungeindeit bleiben. Fär «esO and «h* eigebea tidi die beiden Foimelo 

denen man für f^n ~ z, also |i s= auch die folgenden ücsUllen geben kanni 

(10) «<^^T- ~ — d.)* - — 



MnltlpUiiit aum die letHon (Seldinng dh s md integrirt. Indem wm. di« taMendforneb 

Jcoizdz =3 /räiJ^ 

/^-" - 

in Anwendung bringt, so folgt 

/*fez = /z + ;[(l„)5— 2«] + /[(2»)'— r«] + /[(3«)«-j^J + •• + CunI, 
oder wenn man die Cpnstante = IIC setzt und von den Logarithmen zu den Z^'eü.Qbcrgeht 

»WZ ^ £z[a»)^—z^ ((2»)«— z»] [(3»i)«-z«] • . . . 
üm die Constante zu bestimmen, diviilircn wir beide Seiten der Gleichung durch z und lassen darauf z in 
Null Qbeigehen^ wegen ("^^"^ ~ ^ ergiebi sich tiann ■ , . . 

1 = . (2»)« . C3)t)« • ■ .* 

md man nüt dies« Gleichiiog in die vorhergehende dividirt wird, M folgt 

(U) z(l- (l- ^) 

MiUelsl der bekannten goniomelrischen Formel •,.<,. 



leitet mm m (U) leiflbt die rdgende Gldefanng ab 
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II 

4x* 



• • • • • 



An die in (11) und (12j bewerkstelligle Verwandlung des Sinus und Cosintv in tmendlielie Prodiilite 
knüpfen «leh mehrftifihe unlyttodie üntenocbimcea, auf die wir hier iridn etngtben kAnnen; mu findet dieselben 
in det Verhorn Handbuefae der algebraitolien Andyaia. 

4. Nimmt man in der Sfatereflnf /(x) eonttant = 1, to wird 

' mJ UM 

und «dttelal dieser Werth« erfailt man 

(18) 1 — -^It'"*' + -J--*!»» + y«*»»* + ) 

«>«>• 

was mit der GIdehnng (10) in s. 9 Ql>ereinstmuQt. 

5. Es sei ferner 

80 hat man GelegeBbett, die beknnle Integralfonnal 

in Amrandong an brioKeni ci M nSmlieh 

* e««_,-.w — = ;« + ü* 

und damit gelangt man zu foi^der Reihenenlwickehmg 

fiA\ iL — e-"' _ Im x 8tfti2x 3fw8x _ 
* ' 2 e«»— e-«« a> + P ~ a» +2« *** «» + 8» 

« > « > 0 

Dieselbe bleOrt flbrigens aneb IQr s bb 0 ud fflr negalfve x richtig:, weil beide Seiten der Gleichung 
die Eigenschaften ^0l)wmQ and 9(—x) s — beiHini die DetcnntauiUon der GOltl^t ist daher 

.... 

tt. Ea aei noeli 

/(«) " ****** 



Ar die CoeflbienteabetÜBimoif IM dann 
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«der «auiiili« bi -i^O» — 4^^^**^' seilest md jeder «InnliM TheQ fniegrin «irdi 



_ rntnnm 



»•-II* 

nenms IltoMt die BeOMaftanutt 

ItHtx Si»i2x . Ssinix 



,tK.^ " «toiix Ifjnx SiniSx SsAiSx 

TlifSS"= ~ + II-,»» 

m>x>0 

wo Mim daoMlb«! Grtnden wie in (U) das btenndi der GAHiglnh wtu> *> -» ansdekMn Hast. 



S: 18. 

Jen der Tlnorane des eiAen Paragraphei. 
Es isl Mr iMe ünMisidiiiii|n, ImI dencB neu von den Fonneln 

(1) /(«) =a H- ^icw« + Jtmtz + JteuS» 



Gebnodi BKhl, ein temwesdif nebdsUmd, dass dleedbeo mir fOr das Intetrafl 0 Us s richtig Weiben, und es 
entspringt hierans T«n saBiafc die AafllMdsnng, die Gfinsen der GUti^cek wo nAgüdi su erwaitem. Mees kann 



I. Setzen wir z =a ^j— und I wm «~- , so wird ersUidi 

(3> = T-<« ^1««^ + Aten^^ + 



md iww geHen diese Fomiels Ar ■ > > 0 d. k. fOr I > •< > Ot die cnle UeiM «neh nodi (Br 
«laO ud rlebdg^ Was toner die Geeiaslentea AmAB anbeiaBgt, so Undel eldi ohne WAe 

Bearidaen wir /(-y^) mU fCr% ebeow /(^) ^ 9i»*) «d iassen an Ende die AeeeMe w^, so 
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(5) 9(«) » + Aiem^ + Aieos^£- + A»eo$^ + 

— - • . .\ 

l>«>0 

und hier gellen mr BeMinmiiif der Coetftiteirten '-die FofUMtat 

Damil ist die Erweilcrun; der arsprüngUchen i'onnelii in sowcil hergestellt, als nun das Intervall der Gül- 
tigluit von 0 bis sn jeder potitlTso Grteae t ansg^ehnt werden lunn. Die lieiden so gewonnenen Entp 
wididongen aiod von nuuinidifiatigeni Gebrandiet so s. B. bat Zafnmte mit Ihrer mife «De Thaorie der, 

Schwingungen elastischer Sailen gcseliiilTcn, ferner lassen sie sich bcnolMBt VD FnnkÜonen umzukehrflD d. Ii. VBl 
ana einer Gleichung von der Form x = ^(y) die umgekehrte Gleichung y = ^(af)' abzuleiten*). 

II. Eine zweite Erweiterung,' der ursprünglichen Formeln hat xum -Zweclci daa.btervaU der Gfllüglieit anf 
negative Zahlen auszudehnen. Hierzu dient folgende Bemerkung. ~ 

Die Fonnel (5) gih IBr negativa x mr dann, weiin die Ibiker Hand beflndUebe Faktfaui die Eigaiisebaft 
a 9i+x) bi-üui; dieser letztarao Bedingung kaän Bau aber dadweb genflgvn, itaas num 

gellt, wo Fi*) immer noch eine vAlUg wUUtahiUehe Fonktioa beniehneL Der CoeOBzient Am ist dann 

An = jjim + Fi-i)]eot^dt 



irimmt man im zwdien Integrale rediter Hand — so wM-dasaelbe 



-' . * 



- fFiOCM-^i-at^.wm + fF(,0C0$^4i ' 

4 ■ ' < it. ' V \ / • 



wobd irir die Aeeente waggetaascB haben, wall In, finem besUnuote^ Integrale die Wa|il des InlegraCioosbacb- 
■tabens vCDIg gleichgOlUg ist. Der Werth tcta Uast sieb 'mm sehr mäammmdehan» nimUeh 

1 ' 

<8) : A, tm ^jEity eot^dt i ?• 

und für die so bestimmten Coeflblenten gilt nun die Gleichung 

uid swar von css.fl bb « a — 

. > ■ ; • 



I • 



T) Hu Mh« dw VcffaM«ra MMagnpIfat „Die digtBiin« Uakibniiff fifäbtMr FlmMaiiw, Ball« IMaL** 
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Eine iknliehe TransTonnaUon ist auf die Fonnel (6) anwendbar i dteseUM gOt fär z = 0 nur dann, veno 
^(Qü S9 0 Ist, okl fOr negaiiv« « unier der Bedinsimg 9(— «} ss — ^(-f.«). Diesen beiden GleidiangeD genOgt 
die Änoatune 

>(.> - ■^'> , 

vermöge deren man Ar aof gans Umliciie Weise wie oben den Werd^ * 

(10) ^ j Fii)tin^4i 

HDdeL Han gelangt auf diese Weise zu der Fonnel t 

iieldie nnler d«r OetermiDalloD I > c > — ^ gilt 

Vereinigt man endilcli die Gleiclmngea (9) und (11) dordi Addition, so erfaitt nMin die von Jtarfar ange* 



(U) ^(*j = ^jU + dtw^ + -<s«»^ + i<i«>i-525. + 

decen Gfllllgluit mar vomuaselit, dass m in dem Intervalle ^/ bis +f enlbaiteo seL 

Man konnte es endUdi noeh versueheo, den Formeln dieses Paragraphen dadnreh die mOgOchele Aus- 
dehnung zu geben, dass man die willkdhriicho Zahl / unendiicli gross worden üessc; dicss hal in der Tliul keine 
Schwierigkeit, wenn man siel) erinnert, dass jede Sunune in ein ItcstiinnUcs Iiilei,T;il flijcrj;elil, sobald joder ein- 
zelne Siuiunand bis zur Null abnimmt und die Anzahl der Summanden unendlich wüclisL Man gelangt aul diese 
Weise sa den tod Famrttt angegebenen Doppeiintegnien, üit man den sehSoaten Erobenmgen der höheren Aaaiysis 
beiiihlen darf*}. 



*) Maaisehe „Analytiache Stadien Bd. 3," oder die 
tkiorimM da Emtritr." in 96. Bude de« CnlVtAm Jounali* 



Sit VaabaarlMhM 
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